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Dber ein bestimmtes Integral 
und einen dazugehörigen konvexen Körper 
Von G. J. Rieger 
Vorgelegt von Th. Kaluza 
(Eingegangen am 13.8. 1H74) 
Ober8icht: Durch die eine Gleichung (1) für die drei reellen Variablen a, b, C 
ist eine beschränkte konvexe Fläche im dreidimensionalen Raum bestimmt, 
deren Gestalt und Eigenschaften im einzelnen untersucht werden. Diese Fläche 
ist einmal stetig differenzierbar und nicht zweimal differenzierbar. 
Summary: The one equation (1) for the three real variables a, b, c determines 
in three-dimensional space a bounded eonvex surfaee whose shape and pro-
perties are investigated in detail. This surface is on ce eontinuously differentiable 
and not twiee differentiable. 
1 
Für (a, b, c) E f3i3 sei 
Menge K bzw. Haller 
(1) 
J(a, b, c):= J ja + b;e + c.r2 j dx. 
-1 
(a, b, c) mit J (a, b, c) :s: 1 bzw. 
J(a, b, c) = 1 
Wir möchten die 
näher untenmchen. K ist konvex mit (0, O. 0) als Mittelpunkt und innerem 
Punkt und hat H als Rand und b = 0 als Symmetrieebene. 
Es bezeichne H* ehe Menge aller (a, b) > (a, b, 0) mit J (a, b, 0) = 1. Man 
hat sofort 
Satz A. H* besteht aU8 der Strecke von (1/2, -1/2) nach (1/2. 1/2), der Halb-
krei8linie von (1/2,1/2) über (0, 1) nach (-1/2,1/2), der Strerke von (-1/2. 1/2) 
nach (-1/2, -1/2) und der Halbkrei8linie von (-1/2. -1/2) über (0, -1) 
nach (1/2, -1/2). 
Es sei I(x):= a + ba; + c:r2 . Man hat, 
(2) ( - b ,l- lb'i-4ac \) c =F 0 => I(a) = 0 <c> a = "-=-2('~- , 
mit der Deutung 'f> O. Für 1 sind folgende Fälle möglich: 
(Po) 1 hat keine einfache Nullstelle in I : = ]-1. 11 : 
(PI) 1 hat gen au eine einfache Nullstelle ao in [: 
(P2) f hat gen au zwei einfache Nullstellen a1 < a2 in I. 
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Mit der Stammfunktion 
b.l'2 c .r3 
(3) q; (x) = ax + -2 - + -:f 
von f gilt 
(4) (Po) =>J(a,b,c) = :r(1)-lf(-I)' 
(6) (P2) =>J(a,b,c) = l(rr(I)-Ir(a2))-(q(rr2)--,{(a])) : ('/(a]) ,tt-- I )): 
'I 21' 
= i 2a + 3 + 2q(IT]) -"2'1 (IT2) . 
Es gilt (1\) => b = f' (0) =F 0, und das VorzpidH'n in (;'j) rieht!'t si('h na('h (kill 
von {(1)-/(-1) = 2b; wegen 
(7) !im /(;1;) .1'-2 .•..• I' 
[X!-)rOO 
ist für b = f' (0) > 0 und c > 0 bzw. c < 0 in (iS) dabei ITo die grö!3Pl'e bzw. 
kleinere der beiden einfachen reellen Nullstellen von f. und wir haben über (2) 
hinaus 
(8) - b + j/b
2
_ 4ac 
a - ----- .. _---
0- 2c (b > O. c =F 0) 
und natürlich a + bao + ca5 = 0; für c = 0 deuten wir die Formel in (8) als 
a + bao = 0, was auch durch Grenzübergang c -+ 0 in (8) herauskommt. Das 
Vorzeichen in (6) richtet sich wegen (7) nach dem von c. 
Durch Rechnen mit Ungleichungen (und nach dem Zwisehenwertsatz) folgt 
leicht 
J,emma P. E8 gilt 
(9) (Po) <? (b2 < 4ac v (h2 > 4ac" f(-I) > 0" f(l) > ()" a > 1') 
V (b 2 > 4ac" 1(-1) < 0" /(1) < ()" a <: r)). 
(10) (Pd<? (f(-1) /(1) < 0 v (f(1) = 0" f(-I) f' (1) > 0) 
v (f (-1) = 0 " / (1) f' (-I) <: 0)) . 
(11) (P2 ) <> (b2 > 4ac" /(1) > 0" /(-1) > 0" a < c) 
v (bZ > 4 a c " f ( 1) < 0 " {( - 1) < () " r < a). 
D · M i P k H' P 2c 2c 0 Ie enge (er un te von mIt ( 0)" 2a + 3 > o. (Po) " 2a + -:f < . 
(PI) " b > 0, (PI) " b < 0, (Pz) " c > 0, (P2) " c < 0 bezeichnen wir in dieser 
Reihenfolge mit 8", Sh, Fr>.F'z, Do, Du und nennen sie vorderer Sehild, hin-
terer Schild, rechte Flanke, linke Flanke, oberer Deckel, unterer Deckel. Diese 
sechs Mengen bilden eine disjunkte Zerlegung von H. Es bezeichne r die 
Spiegelung an (0,0,0); es ist 8 h = r8", F! = rF" Du = rDo. 
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Aus (9), (4), (1) folgt leicht 
Satz O. Sv ist diejenige in der Ebene 
(12) 
enthaltene beschränkte abgeschlossene Menge, welche durch den von (i, - t, i) 
über (O,O,}) nach (i, l, i) führenden Ellipsenbogen, dessen Punkte (a, b, c) die 
Gleichungen b2 = 4ac und (12) erfüllen, und durch die Strecken von CL 0, -li 
nach (i, -l, 1) und von (!L 0, -t) nach (~,}, i) begrenzt ist. 
Die Menge der Punkte von H mit f(-l) f(l) < 01\ b > 0 bzw. f (-1) f(l) < 0 
1\ b < 0 bezeichnen wir mit F; bzw. F;; es ist F; = T F; ~ F l . Es gilt 
f(-I) f(l) < 0 1\ b > 0 ~ f(--l) < 0 1\ f(l) > 0 ~ b2 > 4ac. Aus (1), (10), 
b> 0, (5) mit der anschließenden Vorzeichen bemerkung, (3), (8) folgt 
(1;~ ) J (a, b, c) = 6 ~2 (6bc 2 + 6abc - b3 + Vb 2 - 4ac 3) = 1 
für c = 0 deuten wir diese Formel als die stetige Fortsetzung 
(14) J (a, b, 0) = b + a2 b-1 = L 
was auch im Einklang mit Satz A steht. ~Wir haben ahm 
Hilfssatz 1. Die Punkte von F; sind gekennzeichnet durch 
a - b + c < 01\ a + b + c > 0 1\ (13). 
(c =F 0); 
Für die (14) erfüllende Halbkreislinie F~ n H* wählen wir die Parameter-
darstellung (t(l + t2 )-1, (1 + t2)-1, 0) mit Itl < 1: vermöge der Parameter-
darsteIlung 
(15) a = t(l + t2 )-1 (1 + t(t2 - :3)~), b = (1 + t2 )-1 (1 + 4t3;~_) 
erweist sich (1:{) als abwickelbare Fläche: zusammen mit den Ungleichungen 
von Hilf8satz 1 folgt, daß die Punkte (a, b, c) der Fläche F~ gekenmeichnet 
sind durch 
Man geht leicht zu Fr über und findet 
Satz 1. Die Punkte (a, b, c) der abwickelbarell Fläche Fr sini gekennzeichnet 
durch I t I < 1 1\ -1jJ(-t) < c < 1jJ(t) 1\ (15). 
Die den verschiedenen t entsprechenden Geracb:l (15) sind paarweise wind-
schief. 
Man hat f (1) > 0 1\ f (- 1) > 0 1\ a < c ~ c > I a I und 1(1 ) < () 1\ f (- t) < 0 
1\ C < a ~ -c > lai: wegen (11) gilt daher 
(P 2) 1\ c > 0 ~ b2 > 4ac 1\ f (1) > 0 1\ f (-1) > () 1\ a < c. 
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Aus (1), (11), c> 0, (6) mit uer anschließenden Yorzcichen\)el1wrkung, 
(3), (2) folgt 
(16) 
;- ------~3 
2c I IJ2·--4ar 
J(a,b,c)="2a+ 3 -- ~(.2 
was sich leicht nach b lösen läßt, Wir haben also 
1. 
Hilfssatz 2. Die Punkte (a,h.r) VOll ])" sIlId ljeki'lIl/zel('hnet dll/'('h ')2 ,-t-Ilf" 
a + b + c > 0 " a - ,> + (' "/ () " a / f " (1 ß). 
Für 8 E Ji bezeichne Es den Durchs<:hnitt VOll /)" mit (ir'!' Elw!lI' 
( 17) 
(Nach einem Ammtz 2a + ur = 1 mit (km Bibdwlparanwtn 1I ii!wrz('llgt. 
man sich beim Rechnen rasch von der Z\\'('e!uniißigk('it \'011 (17),) 111 jr'delll 
Punkt von 8,. ist (12) Tangentialebene an K, und \\'('gt'll (a. h. (') ,:c /)" :- (' - 0 
kann man sich auf 8 > 0 beschränken. (16) {'rgibt mit (17) W'llall 
(18) b2 + g(8)C2 = 2c" (17) 
mit g (8) : = t (1 - 382 + 483); für festes 8 > 0 ist (18) wegen g (.~) > () eine 
Ellipse E~ mit der rationalen Parameterdarstellung 
2 z 2 
b = " c = " (17) gis) + z? gis) + Z2 (19) 
(z E 31 v z = =); es ist Es ~ E~. Zusammen mit den Cngleichungen ,'on Hilfs-
satz 2 folgt 
Satz 2. Die Punkte (a, b, c) von Du sind gekennZfichnef durrh () < S < 1 " 
/z/ < 2(I-s)" (1!l). 
Da enthält keine Strecken. Ferner i!-;t lim Es = E. 
0< ,,--'0 
\Vir fassen zusammen: jeder der bei den Schilde ist E'bE'n: jede der heiden 
Flanken ist die disjunkte Vereinigung von Strecken: jedE'r der beiden Deckel 
ist die disjunkte Vereinigung von Ellipsenbögen. 
In jedem Punkt von Sl" ist (12) Tangentialebene an K: naeh Satz 1 haben 
wir in jedem Punkt der Strecke a = () " b = 1 " :1 ci < 1 die Tangentialebene 
b = 1 an K: nach (16) haben wir im Punkt (-1/2,0.2) die Tangentialebene 
c = 2 an K. Das führt leicht auf 
Satz ß. Durch 12a + ~3~1 < 1" ib! < 1" Icl:::::'::: 2 erhalten wir für K etn 
umschriebenes Parallelepiped; der Durchschnitt seines Randes mit H besteht 
genau aus den beiden Flächen Sv und S", den beiden Strecken a = 0 " : b! = 1 
1\ Ic / < 1 (~Fr u F/) und den beiden Punkten Ff 1/2,0, ± 2) (E D o U Du)· 
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EI erweist sich als die Menge derjenigen Punkte von Da' in denen die Tan-
gentialebene parallel ist zur a-Achse. Zusammen mit Satz B folgt, daß die 
senkrechte Projektion von K in die Ebene a = 0 besteht aus der Strecke von 
(0,1, -1) nach (0,1,1), der Halbkreislinie von (0,1,1) über (0,0,2) nach 
(0, -1,1) und deren Bilder bei T. 
K ist beschränkt und konvex; daher ist H stetig. Wegen H* ~ H ist H nicht 
zweimal differenzierbar. Doch gilt 
Satz C. Die Fläche H ist stetig di.fjprenzierbar. 
Beweilo\. Da die Punkte (a, b, c) E H mit b2 < 4ac alle in den ebenen 
Flächen 8 v und 8h liegen, folgert man aus (12), (1:{), (16) und T, daß die Schilde, 
Flanken und Deckel analytische Flächen sind. Es bezeichne T bzw. B bzw. E 
die Trennlinie von 8 v und Pr bzw. Pr und Du bzw. Du und 8 v. Aus Symmetrie-
gründen muß nur noch gezeigt werden, daß bei Annäherung von beiden Seiten 
an <liese Trennlinien dieselbe Tangentialebene entsteht. Es sei w : = Vb 2 - 4ac . 
i) Es ilo\t T die in Satz 0 zweitgenannte Strecke; für (a, b, c) E T gilt somit, 
a - b + C = 0 " (12) " I cl < a und daher w = a - c: im Hinblick auf (13) 
sei !J : = 6bc2 + 6abc-b3 + w 3 -6c2 ; für (a, b, c) E T folgt (für die partiellen 
Ableitungen) !Ja = 12c2, gb = 0, !Je = 12c(2a + c-l) und !Ja = 3!Je " !J/> = O. 
wie es naeh (12) sein soll. ü) Die Punkte (a, b, c) von B sind wegen Satz 1 
gekennzeichnet durch I tl < 1 " c = 1p(t) " (15): für (a, b, c) E B gilt somit 
a - b + c = 0 " c > la! und daher w = c - a = 2 c - b: im Hinblick auf (16) 
sei h = 6ac2 + 2c3 + w3 - 3c2 ; für (a, b, c) E B folgt !Ja = 2h,,, rJ/> ~= 2hb , 
!Je = 2he. iü) Es ist E der Ellipsenbogen aus Satz 0: für (a, /;, c)EE gilt 
somit (12) " w = 0 und daher h" = 3he " h/> = O. wie e" nach (12) spill t;oll. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
Wir heben einige ebene Schnitte von H hervor. H* ist der Srhnitt von H 
mit c = O. Es bezeichne H(a) bzw. H(b) den Schnitt von H mit a = 0 bzw. b = O. 
Wegen (16), (1:{) und T besteht H(a) aus dem Bogen der Kurve 2c3 + /J3 
= 3 c2 " a = 0 von (0, 0, l) nach (0, 1, 1), aus der Strecke von (0. 1, 1) nach 
)0, 1, 0) und deren Spiegelbilder bezüglich c = 0 und dann bezüglich b = 0; 
der erwähnte Bogen hat die Parameterdarstellung c = 3 (2 + t3)-1 " b = tc 
" a, = 0 (0 < t < 1) und dringt nicht in die Ellipse b2 + 4(c - 1)2< 1 
" a = 0 ein. 
Wegen (12), (16) und T besteht H(b) aus der Strecke von (t. O. -~) nach 
(0,0, t), aus dem Bogen der Kurve (16) " b = 0 von (0,0, II über( -}, O. 0) 
nach (-i, 0, t) und deren Bilder bei T; der erwähnte Bogen hat die Parameter-
darsteIlung (19) " b = 0 und damit 
a = -82 C " b = 0 " c = l (1 - :382 + 483)-1 
-a ist am größten für 283 = 1: daraus folgt 
(a, b, c) E K => lai < (2(4! _1))-1. 
(0 ~ 8 -;:.:; 1); 
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Es bezeichne H' elen Schnitt von H mit a - b + c = 0: nach dem Be"'eis 
von Satz C besteht H' au" T. B und deren Bilder bei T: yermöfe r = lf' (t) in 
Satz 1 und z = 2(1- 8) in Satz 2 erhält man zwei Parameterclarstellungen 
von B, welche vermöge t = 1 - 28 ineinander übergehen. ~Ian fiIHlet noch 
(a, b, c) E B => c <~ (2 + l~) und daher 
(20) 
Es bezeichne H' den Schnitt von H mit c = ~: we;z:en Satz O. (20) un(l T liegen 
alle Punkte von Ho- in Do mit Ausnahme V()!1 (0. O. ~): wir H'I'Wi'IHkll (1 ß) /\ (' ~= 1: 
. (27 3 ) " ( 1 1/3 3) , 
es 1st ,- :~2 ' 0, :f E Ho-: III -4 ':f' 2 EIl ü.:t die Tangente an f{' zu 
b = 0 parallel. 
'Vir wissen: die beiden Schilde "iml eben: die !H'idcn Flanken "i nd die 
Vereinigung von Strecken: H ist stetig differenzierbar. Daher enthält jede 
Tangentialebene an K mindestem; einen Punkt von Do U D Il • wo Do die ab-
geschlossene Hülle von Do bezeichnet. Für Q E IJo U D li bezeichne n(Q) elen 
äußeren ~ormaleinheitsvektor in Q an Kund L(Q) den Crsprunw;abstand der 
Tangentialebene in Q an K. 'Wegen der Konvexität \'(m K und der Stützeigen-
schaft der Tangentialebenen erhält man vermöge Q f-+ n (Q) (Q E IJ o u D.,l 
jeden Einheitsvektor mindestens einmal. Also gibt es zu jed3m Einheitsvektor 
e mindeste :lS ein Q (e) E IJ 0 UD" mit e = n ( Q (e)): l (e) : = L ( Q (e)) ist wohl-
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definiert. Insbesondere ist l(n(Q)) = L(Q). Für O:S p Edit sei l(pe):= pl(e). 
Wir identifizieren noch einen Vektor mit seiner Spitze als Ortsvektor. 
Die so entstehende Funktion l: ,Ji?3 -+ PA? heißt Stützfunktion von K, und 
K : = { Q E f?43 : 1 (Q) < 1} heißt polarer Körper zu K . Nach Minkowski ist K 
konvex mit dem Rand H:= {Q Ei~3: l(Q) = 1}. 
E .' H- . ~ fn(Q)_ . - l T ~ S seI O'--lL(Q)' QEDoJ ' ~egen D,,~rDo und n(rQ)=-n(Q), 
( J1(Q)) l(n(Q)) - . L(rQ) = L(Q), l L(Q) =c~t(Q)-= 1 (QEDo) 1st 
(20) 
Naeh Satl': 2 sind die Punkte (a, b, c) von D o gekennzeichnet durch 0 <8 < 1 
j\ Izl < 2 (/-8) j\ (l!J). Für Q == (a,b,c)EDo mit (ln) bezeichne Qs bzw. Qz 
die partielle Ableitung von Q llach 8 bzw. z. Für Q E 150 ist 
n(Q) Qs x Qz 
L (Q) = i QsQ~Ql . 
Durch Ausrechnen folgt sofort 
Satz D. Es ist 
Ho = {(2-48, 2sz, }-!S3_ 8Z2): 0 <s:s 1 j\ izl < 2(1-s)}. 
Für (Cl, b, c) EH 0 gilt folglich 
(2 - Cl) (48 C - :12 + (2 - Cl)3) + 48h2 =c (). 
Es sei 1I := Ho n rHo: mit I zl = 2(1- 8) in Satz D folgt 
."1 ={(2-48, ±48(1-8),}-~83-48(1-8)2: OSs:Sl}. 
LI ist eine geschlossene Raumkurve: vermöge 8 f-+ 1 - 8 erhält man. 1 = T. I. 
Für festes 8 erhalt~m wir aus Satz D auf Ho einen Parabelbogen. desscn Scheitel 
auf der ebenen Raumkurve {(2 - 48, 0, ~ _.~ 83) : 0 <8< 1} liegt: Ho ist die 
disjunkte Vereinigung von Parabelbögen. Zusammen mit (20) folgt. daß H 
genau entlang Ij nicht differenzierbar ist. 
Beispiele. Für 8 = 0 j\ z = 0 erhält man (O,O,!) E Da ~ H nach Satz 2 
und (2, 0, ~) E l!: das bedeutet geometrisch, daß :Za + } c = 1 eine Gleichung 
der Tangentialebene in (0. O,~) an H ist. Für 8 = } j\ Z = 0 crhält man 
(-}, 0, 2) EH und (0,0, t) EH, und ~ c = 1 beschrcibt die Tangentialebenc 
in (-}, 0, 2) an H. 
Allgemeiner sei a: = (al' ... , an) E . .;i" (n > 1) und 
1 
J" (a) : = r I a 1 + a2 .r + . . . + an .1',,-1 I d.r: 
-"1 
die Funktion J
n 
::!in -+ dIt ist stetig. Es bezeichne K n hzw. H n dic Menge allpl" 
a mit Jn(a) < 1 bzw. Jn(a) = 1. (Auf Mengen dieser Art wurde ich während 
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eines Vortrages von A. Douady am 2!1. ;:;. H)72 in 1fünc-hen aufmerksam.) K n 
ist konvex mit (0, ... , 0) als Mittelpunkt un(l innerem Punkt: bptraehtet man 
J n auf a~ + ... + a~ = 1, so folgt, daß K" beschränkt ist: die stetige Hyper-
fläche H n enthält clie Punkte 
u ' 0, ... , 0) , (0, -f ' o ..... 0) ..... (0 ..... o. ~) . 
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